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!یرمماس بر یک منحنی به روایت تصوخط 
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.کنیدبررسی در تابع                      را مشتق پذیری ( مثال کتاب: )مثال  f (x) x
2 1x 1



.کنیدبررسی صفردر  را و  مشتق پذیری توابع ( مثال کتاب: )مثال  f (x) xg(x) x



مماس قائم

مشدتق پذیر  aدر  fشدودد  یدا هدر دو دو         هدر و           باشدد و در             پیوسته  fاگر 

.دیست  اما خط مماس در این دقطه موجود است  که به آن مماس قائم می گویند

( مثبت شد چون صعودی است)

(  منفی شد چون دزولی است)

x af (a)
f (a)



f (a) f (a) 
   

f (a) f (a) 
   



خط مماس است؟در          دارای آیا تابع  ( مثال کتاب: )مثال y x
3x 0



خط مماس است؟دارای در آیا تابع : مثال y x
3 2x 0



f)تابع مشتق  (x))

اطی از مجموعه تمام دق. بر آن که این حد موجود باشدمشروط برابر است با 

. می گوییمرابرای آن ها موجود باشد کهfدامنه 
h

f (x h) f (x)
f (x) lim

h

 
 

0

f fD 

.بیابیدرا سپس. تابع مشتق و دامنه آن را به دست آورید  اگر ( مثال کتاب)مثال  f (x)
x

1f ( )3
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با استفاده از قاعده زدجیدری بده را در         آدگاه مشتق تابع و                        اگر  : مثال
.دست بیاورید

 f (x) x2 g(x) ( x )
22 1gof (x) x 2



.مشتق های توابع زیر را به دست آورید( کار در کلاس: )مثال

  f (x) (x ) ( x )
2 31 5 1

 




x
g(x) ( )

x

8
2
3 1

5





ازه های رسم کنید و مشتق پذیری آن را روی برا دمودار ( مثال کتاب: )مثال 

.کنیدبررسی و                

   
 

x xf (x)
x x

2 2 1
1 1

  ,2 1( , )1 ,1 2



مشتق مرتبه دوم
خواددده شدود ایگدر  )به صدور   را اگر تابع مشتق  مشتق پذیر باشد  مشتق مرتبه دوم  

. می گیریممشتق می دویسیم و برای محاسبه آن از تابع  ( زِگودد

.بیابیدو     را آدگاه تابع    اگر                        ( مثال کتاب: )مثال

y f (x)y f (x) 

y

  y x x
4 23 2 1yy



a b

y f(b) f(a)

x b a

 


 

f[a ,b]

fx aa

a

'f (a)



تولد  بر حسب  ماه پس از  xمتوسط کودکان را قد تابع  ( مثال کتاب: )مثال

.ماهگی بیابید36ماهگی تا 1آهنگ متوسط رشد یک کودک را از . می کندمشخص 

 f (x) x7 50cm

month



y x(t)

t1

x xxv
t t t

 
 

2 1
2 1

t2

x

t

t

'v(t ) x (t ) 

x

t



پس از پرتاب از سدط  ثادیه  tجسم           را ارتفاع رابطه                              ( مثال کتاب با تغییر: )مثال
.زمین دشان می دهد

.به دست آوریدحسب      را بر سرعت متوسط جسم در بازه زمادی ( الف

  h(t) t t
25 40(h(t))

 ,0 2m

s
چقدر است؟سرعت لحظه ای جسم در لحظه ( ب t 2
جسم چند ثادیه پس از پرتاب  به دقطه اوج می رسد؟( ج



را در دقطده ای بده  fمنحندیبه دسدت آوریدد و معادلده خدط ممداس بدر           را اگر ( تمرین کتاب)

.واقع بر آن بنویسید2طول 

  f (x) x x
23 2 1f ( )2



.مرتب کنیدرا از کوچک ترین به بزر  ترین« ج»تا « الف»شیب های داده شده از دمودار                برای ( تمرین کتاب)

 Aشیب دمودار در دقطه ( الف

 Bشیب دمودار در دقطه (  ب

 Cشیب دمودار در دقطه ( پ

 ABشیب خط (  

شیب خط  ( ث

شیب خط ( ج

y f (x)

m1

m2

m3

m4

m5

m6



:کنید به طوری کهمشخص را روی دمودار   Gو  A B C D E Fدقاطی مادند ( تمرین کتاب)

.دقطه ای روی دمودار است که شیب خط مماس بر دمودار در آن منفی است A( الف

.دقطه ای روی دمودار تابع است که مقدار تابع و مقدار مشتق در آن منفی است B( ب

.استدقطه ای روی دمودار است که مقدار تابع در آن جا صفر است ولی مقدار مشتق در آن مثبت C( پ

  )D دقطه ای روی منحنی است که مشتق در آن جا صفر است.

.دقاط متفاوتی روی منحنی هستند که مشتق یكسان داردد Fو  Eدقاط ( ث

.دقطه ای روی منحنی است که مقدار تابع در آن جا مثبت ولی مقدار مشتق منفی است G( ج

y f (x)



و  Aبدا توجده بده شدكل  مختندا  دقداط. و                : در شكل روبه رو داریدم fبرای تابع ( کتابتمرین )
B  وC را بیابید.

  /f ( )4 1 5f ( )4 25



 Aدر دقطده تابع دشان دهید که این  Aداده شده در دقطه تابع با محاسبه مشتق راست و مشتق چپ ( تمرین کتاب)

.مشتق پذیر دیستند



:دمودار تابعی را رسم کنید که مشتق آن( تمرین کتاب)
.شود3برابر در( ب.در یک دقطه برابر صفر شود( الف x .در تمام دقاط مثبت باشد( پ2
.در تمام دقاط منفی باشد( ث.در تمام دقاط یكسان باشد(  



.کنیدبررسی در دقطه را تابع   مشتق پذیری ( تمرین کتاب)   


x xf (x)
x x

2 3 1
2 1

x 1



-2و 2را در دقاطی بده طول هدای fمشتق پذیری   به کمک تعریف مشتق  اگر( تمرین کتاب)
.بررسی کنید

 f (x) x
2 4



ومطلوب است  و اگر ( کتابتمرین )  f ( )1 3 g ( )1 5(f g) ( )1( f g) ( )3 2 1



.را در شكل زیر در دظر بگیرید gو  fدمودار توابع ( تمرین کتاب)

.و                      مطلوب است اگر                               h(x) f (x).g(x)h ( )1h ( )2h ( )3



.تموجود دیسمشتق موجوددد ولی و           دشان دهید    اگر ( تمرین کتاب)  


x xf (x)
x x

2 0
0

f ( )0
f ( )0



.مشتق توابع داده شده را بیابید( تمرین کتاب)

  f (x) ( x )(x )
33 2 1

 


 

x x
f (x)

x

2 3 1
3 2



ی بر حسب متر در بازه زمادمعادله حرکت متحرکی به صور  ( تمرین کتاب)

ردد؟هم براببا در کدام لحظه سرعت لحظه ای با سرعت متوسط در بازه زمادی  . شده استداده 

  f (t) t t
2 10 ,0 5

 ,0 5



حجماگر . در ظرف ایجاد می شودسوراخی در لحظه  . لیتر مایع است40گنجایش ظرفی ( کتابتمرین )

:به دست آیدثادیه از رابطه tمایع باقی مادده در ظرف پس از 

چقدر است؟آهنگ تغییر متوسط حجم مایع در بازه زمادی ( الف

t 0

 
t

V ( )
240 1

100

 ,0 1

؟دمی شودر چه زمادی  آهنگ تغییر لحظه ای حجم برابر آهنگ تغییر متوسط آن در بازه  ( ب  ,0 100



(  اضیمخصوص رشته ری)مثلثاتیمشتق توابع 

-1

-2

-3

اگهفقط! ما هم کاری بهش دداریم! دشدهزده در کتاب درسی حرفی از مشتق تابع  : دكته

!هو بعد محاسبا  مشتق رو ادجام بدبه جاش بنویس ! دترسدیدی امتحانتو

(Sin ) Cos    

(Cos ) Sin    

(tan ) ( tan )     21

cot
tan

1

cot



.مشتق توابع زیر را به دست آورید( کار در کلاس( )مثال

f (x) Sin x.tan x




cos x
g(x)

sin x

5
1

h(x) cos x
3



f (x) sin x cos x 3 2

f (x) tan (x) cos(x) 2 2



sin x
f (x)

sin x






1
1

f (x) sin x cos x 2
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؟چه بازه هایی صعودی اکید و در چه بازه هایی نزولی اکید استدر تابع ( مثال کتاب: )مثال  f (x) x x
3 3



fc Df'f (c)'f (c)

[a,b] fab

' Af (x)
B


A

B



f(x) x x 
4 2
3 3 ,1 1

(2 1(3 2(4 3(5 4



fx c D 

x1 x2

x3
x4 x5 x6 x7

x8
x9 x10 x11 x12 x13

x14

.استباشد، آنگاه  موجود اکسترمم نسبی داشته باشد و   cنقطه ای به طول در  fتابعاگر : قضیه فِرما f (c)f (c) 0



مم نسبی و مقدار مشتت  را برای نقاط مشخص شده در هر یک از توابع زیر، نوع اکسترمم نسبی، مقدار اکستر( کار در کلاس: )مثال

.در آن نقطه محاسبه کنید

(  الف    f (x) x ;x ,2 5 3

(ب     g(x) x ;x ,
2 1 1 2



.یابیدببا استفاده از آزمون مشت  اول، نقاط اکسترمم نسبی و مقادیر آن ها را برای تابع : مثال    f (x) x x x
3 22 3 12 1



fx c D 

x1

7
x2

5
x1

7
x2

5
x1

7
x2

5
4

x2



.بیابیدرا رشانمقادیدارای اکسترمم مطل  است؟ در صورت وجود با رسم نمودار تابع                   در            آیا ( فعالیت کتاب)  y x
2 1  ,2 3



.را می یابیم fمشت  تابع را به دست آورده و نقاط بحرانی : گام اول

.می کنیممحاسبه مقدار تابع را در هر یک از نقاط بحرانی : گام دوم

. مطلو کوچک ترین آن ها،  مطل  در گام دوم، بزرگ ترین عدد به دست آمده، مقدار  : گام سوم

در بازه بسته  fروش محاسبه اکسترمم های مطلق تابع  a,b

min max

.کنیدتعییندر بازه را نقاط اکسترمم مطل  تابع  ( مثال کتاب)   f (x) x x x
3 22 3 12  ,1 3



1 2 3

x1 x2

x3
x4 x5 x6 x7

x8
x9 x10 x11 x12 x13

x14



1x y

2f

3
4max min



ارد که طول سانتی متر، مستطیلی بیشترین مساحت را د14نشان دهید در بین تمام مستطیل های با محیط ثابت ( مثال کتاب: )مثال
.و عرض آن با هم برابر باشند



گوشه آن مربع هتایی کوچتک بته  تلع 4می خواهیم از . در نظر بگیریدرا مطاب  شکل، ورقی فلزی به طول  ( مثال کتاب)مثال 

x  مقدار . برش بزنیم و سپس با تا کردن ورق در امتداد خط چین ها، جعبه ای در باز بسازیمراx چقدر باشد تا حجم قوطی حداکثر شود؟

cm30



ست؟ چرا؟آن نزولی اکید باشد، کدام اتابع                                در که بزرگ ترین بازه از ( تمرین کتاب)   f (x) x x
3 12 4



عودی اکید و در کدام بازه ها مشخص کنید تابع در چه بازه هایی ص، با تشکیل جدول تغییرات تابع ( تمرین کتاب)

نزولی اکید است؟




g(x)
x
2
1

1



.نقاط بحرانی توابع زیر را در صورت وجود به دست آورید( کتابتمرین )

 f (x) x
24

  g(x) x x
3 23 4

h(x) x
3



اط متاکزیمم نستبی و مینتیمم نقتتغییرات، به دست آورید و سپس با رسم جدول را زیر ابتدا نقاط بحرانی تابع در ( کتابتمرین )

.کنیدنسبی آن را در صورت وجود مشخص    f (x) x x x
3 23 9 10



.جود به دست آوریدزیر را در بازه های مشخص شده، در صورت وتابع مقادیر ماکزیمم مطل  و مینیمم مطل  ( تمرین کتاب)

      f (x) x x ; x ,
3 22 9 13 1 2



.به دست آوریدرا dو  b، مقادیر باشدنقطه اکسترمم نسبی تابع ، اگر نقطه ( تمرین کتاب) ( , )2 1  f (x) x bx d
3 2



هنگتام طراحتی . خواهتد بتود32ثابتتهر صفحه مستطیل شکل از یک کتاب جیبی، شامل یک متن با مستاحت ( کتابتمرین )
. ه شتوندو حاشیه های کناری هر کدام یک سانتی متر در نظر گرفت2صفحه قطع این کتاب، لازم است حاشیه های بالا و پایین هر 

.ابعاد صفحه را طوری تعیین کنید که مساحت هر صفحه از کتاب کمترین مقدار ممکن باشد



(2 2 1(4 2 2(3 2 3(2 4



f

"f

"f  1
x1 x2

"f  2

x1 x2



f , f 

A(1B(2C(3D(4



.  جهت تقعر توابع زیر را در دامنه تعریفشان به دست آورید( مثال کتاب( )مثال

f (x)
x

1

  g(x) x x
3 23 1



123

x1 x2 x4x3 x5 x6



کنیدرا رسم در هر یک از نمودار های زیر، نقطه عطف را در صورت وجود، مشخص و خط مماس بر منحنی( مثال کتاب( )مثال



)y x x x   3 21 2 6

)y x 32 1



.دامنه تابع را به دست می  آوریم-1
(در صورت وجود. )محل تلاقی  نمودار با محور های مختصات را مشخص می  کنیم-2
.در آن  ها صعودی یا نزولی است را مشخص می  کنیم fبه دست می  آوریم و با تعیین علامت آن، بازه  هایی که را -3
(در صورت وجود. )نقاط بحرانی و اکسترمم  های نسبی تابع را می  یابیم-4
.مبه دست آورده و با تعیین علامت آن، جهت تقعر تابع در بازه  های مختلف را مشخص می  کنیرا -5
(در صورت وجود. )نقطه عطف را می  یابیم-6

f 

f 

رسم نمودار توابع

(در صورت وجود)بی نهایت در رفتار تابع بررسی -7
(در صورت وجود. )معادله مجانب  های تابع را به دست می  آوریم-8
.در صورت نیاز از نقاط کمکی هم استفاده می  کنیم-9

. را تشکیل داده و بعد نمودار تابع را رسم می  کنیم( و         و  fمتشکل از )حالا جدول رفتار تابع  f f 



.رسم کنیدرا زیرنمودار تابع ( مثال کتاب( )مثال

f (x) x
3

  f (x) (x ) (x )
21 3



تابع هموگرافیک

مجانتب قتا م این تتابع دارای یتک. را یک تابع هموگرافیک می  گوییمکه                 تابع 

شتکل . استت( هتاxنسبت  ترایب )معادلهو یک مجانب افقی به ( ریشه مخرج)به معادله  

.است( نزولیشاخک  ها )یا  ( شاخک  ها صعودی)کلی آن به دو صورت  

ax b
f (x)

cx d





c 0

d
x

c
 

a
y

c


که دیگه تابع داریمباشه، یک تابع خطی به معادله  چون اگه ! خیلی مهمه هاشرط : نکته

.یک خطه! هموگرافیک نیست

.  بدیل میشودتکه            ، این تابع به یک تابع ثابت به معادله و                 در شرایطی که  : نکته

c 0c 0ax b
y

d




c 0ad bc
a

y
c

d
x

c
 



.را رسم کنیدجدول تغییرات و نمودار تابع ( مثال کتاب( )مثال 

 

x
f (x)

x

3 4
2 1



جهت تقعر عوض شود ولی این نقطه، نقطه ی عطف  aرا به گونه ای رسم کنید که در نقطه ای مانند  fنمودار تابع ( کتابتمرین )
.نباشد



.یدکرده و نقطه ی عطف آن ها را در صورت وجود به دست آوربررسی جهت تقعر توابع زیر را ( تمرین کتاب)

f (x) x x x   3 21 3 4
3

x
f (x)

x






1
1

f (x) x 3 1



مودار آن در شکل باشد که ن ابطه                                 عطف تابع درجه سومی با نقطه اگر ( تمرین کتاب)
.بیابیدرا زیر رسم شده است، 

( , )0 0y x ax bx c   3 2

c b ,a  »



ابع از اگر این ت. استنقطه          محل تقاطع مجانب  های آن و فرض کنید ( تمرین کتاب)
.بگذرد،  ابطه ی تابع را به دست آورید( -1, 0)نقطه ی 

ax b
f (x)

cx d





(2,1)



است؟به                             کدام یک از نمودار های زیر مربوط ( تمرین کتاب) f (x) x x  3 2




